
Capítulo 1Los Números Enteros
Solía permitirme 
reer que la mente es un subprodu
todel 
uerpo. ¾ Dónde se llega primero, al puerto o a
iudad, a la 
iudad o al Estado, al Estado o al mundo?Mi hermana y yo, Federi
o Nietzs
he.

1.1. Introdu

iónEl objetivo de este 
apítulo es presentar las propiedades bási
as de los núme-ros enteros que vamos a ne
esitar en los próximos 
apítulos. Con el �n de teneruna de�ni
ión formal de los números enteros, en el mar
o de la teoría de 
on-junto, mostraremos 
omo se 
onstruyen a partir de los números naturales. Sinembargo no nos detendremos a probar todas las propiedades bási
as de los ente-ros a partir de su de�ni
ión sino que las enun
iaremos y las usaremos. Invitamosal le
tor a realizar las pruebas de di
has propiedades que sólo requieren de lasde�ni
iones presentadas. Los números enteros se de�nen 
omo 
lases de paresordenados, pero para simpli�
ar su nota
ión y manipula
ión los denotaremos
omo se ha
e usualmente. Los puntos más importantes tratados en este 
apítuloson: el prin
ipio de buena ordena
ión, los prin
ipios de indu

ión, el algoritmode Eu
lides y el teorema de des
omposi
ión en primos (teorema fundamental dela aritméti
a).1.2. La De�ni
iónSobre el 
onjunto IN × IN se de�ne la siguiente rela
ión:
< a, b >≡< c, d >⇐⇒ a + d = b + c . (1.1)Esta rela
ión es una rela
ión de equivalen
ia sobre IN × IN , y por 
onsiguiente,parte al 
onjunto IN × IN en 
lases disjuntas. Al 
onjunto de di
has 
lases, estoes, al 
onjunto 
o
iente se le denomina 
onjunto de los enteros ra
ionales y sedenota por la letra Z. Enton
es se tiene que

Z = {[< n, 0 >] : n ∈ IN
∗} ∪ {[< 0, n >] : n ∈ IN

∗} ∪ {[< 0, 0 >]} . (1.2)Al primero de los 
onjuntos de esta unión se le denomina 
onjunto de los enterospositivos y se le denota por Z+, al segundo se le denomina 
onjunto de los enteros1



2 Capítulo 1. Los Números Enterosnegativos y se le denota por Z− y �nalmente el último de los 
onjunto de estaunión es un singletón 
uyo úni
o elemento es el 
ero. Al entero [< n, 0 >] lodenotaremos por n o +n, mientras que al entero [< 0, n >] lo denotaremos por
−n. Re
uerde que los 
or
hetes signi�
an la 
lase del elemento tal.1.2.1. Aritméti
a EnteraSobre el 
onjunto de los números enteros se de�nen dos opera
iones quedenominamos adi
ión y multipli
a
ión 
omo sigue:

[< a, b >] + [< c, d >] = [< a + c, b + d >]
[< a, b >] ∗ [< c, d >] = [< ac + bd, ad + bc >] . (1.3)Sobre la adi
ión se pueden probar las siguientes propiedades:1. Clausura: (∀x, y ∈ Z)(x + y ∈ Z)2. Aso
iatividad: (∀x, y, z ∈ Z)((x + y) + z = x + (y + z))3. Existen
ia de Neutro: (∀x ∈ Z)(x + 0 = 0 + x = x)4. Existen
ia de inverso: (∀x ∈ Z)(x + (−x) = (−x) + x = 0)5. Conmutatividad: (∀x, y ∈ Z)(x + y = y + x)y para la multipli
a
ión se pueden probar las siguientes propiedades:1. Clausura: (∀x, y ∈ Z)(x ∗ y ∈ Z)2. Aso
iatividad: (∀x, y, z ∈ Z)((x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z))3. Existen
ia de Neutro: (∀x ∈ Z)(x ∗ 1 = 1 ∗ x = x)4. Conmutatividad: (∀x, y ∈ Z)(x ∗ y = y ∗ x)Además se 
umplen las leyes distributivas de la multipli
a
ión 
on respe
to a laadi
ión, esto es: (∀x, y, z ∈ Z)(x(y + z) = xy + xz ∧ (x + y)z = xz + yz)Otras dos propiedades importantes de los números enteros son las siguientes:En los enteros se 
umplen las leyes 
an
elativas, esto es, (∀x, y, z ∈ Z)(z 6=

0 ∧ zx = zy ⇒ x = y)En los enteros no existen divisores de 
ero distintos de 
ero, esto es,
(∀x, y ∈ Z)(xy = 0⇒ x = 0 ∨ y = 0)



1.3. Prin
ipio de Buena Ordena
ión Vi
ente Yriarte 31.2.2. Un Orden en los EnterosSobre el 
onjunto de números enteros se de�ne la siguiente rela
ión de orden
< a, b > ≤ < c, d >⇐⇒ a + d ≤ b + c . (1.4)Donde el signo ≤ del lado dere
ho es la rela
ión de orden usual en los númerosnaturales. Puede probarse que 
on esta rela
ión de orden el 
onjunto de losnúmeros enteros es un 
onjunto linealmente ordenado. Alerta: No es la úni
arela
ión de orden que se puede de�nir sobre los enteros, pero es la que usamos
on más fre
uen
ia: la denominamos orden usual. A 
ontinua
ión mostramosalgunas de las propiedades más importantes del orden en los enteros. Como esusual denotaremos al orden estri
to aso
iado a ≤ por <, re
ordando que a < bsigni�
a que a ≤ b ∧ a 6= b.Cuadro 1.1: Algunas Propiedades del orden de los Enteros1. m ≤ m 5. m ≤ n ∧ p ≤ q =⇒ m + p ≤ n + q2. m ≤ n ∧ n ≤ m =⇒ m = n 6. m ≤ n ∧ p > 0 =⇒ mp ≤ np3. m ≤ n ∧ n ≤ p =⇒ m ≤ p 7. m ≤ n ∧ p < 0 =⇒ np ≤ mp4. m ≤ n =⇒ m + p ≤ n + p 8. m < n ∨ n < m ∨m = nComo para todo entero a se tiene que es 
ero, o bien que es positivo o bien quees negativo a 
ontinua
ión se de�ne su valor absoluto.De�ni
ión 1.1 (Valor Absoluto) Dado un número entero a se de�ne el valorabsoluto de a y se denota por |a| 
omo 
ero si a = 0 o 
omo el entero positivodel par no ordenado {a,−a} si a 6= 0, esto es:

|a| =
{

a, si a ≥ 0;
−a, si a < 0. (1.5)La fun
ión valor absoluto tiene las siguientes propiedades:

|a| = | − a|, |ab| = |a||b|, −|a| ≤ a ≤ |a|, (1.6)Si p es un entero positivo, enton
es |a| < p ⇔ −p < a < p. Tambiém esimportante la siguiente proposi
ión.Teorema 1.1 (Desigualdad Triangular) Para todo par de enteros a, b, setiene que |a± b| ≤ |a|+ |b|.1.3. Prin
ipio de Buena Ordena
iónDe�ni
ión 1.2 (Conjunto Bien Ordenado) Un 
onjunto par
ialmente or-denado se di
e que está bien ordenado si y sólo si está linealmente ordenado y
ada uno de sus sub
onjuntos no va
íos tiene mínimo.



4 Capítulo 1. Los Números EnterosEl 
onjunto de los números enteros no es un 
onjunto bien ordenado porqueél mismo no tiene mínimo. Sin embargo, el 
onjunto de los números enterospositivos Z+ y el de los enteros no negativos son 
onjuntos bien ordenados.Una 
onse
uen
ia del prin
ipio de buena ordena
ión de los números enterospositivos o de los enteros no negativos son los prin
ipios de indu

ión. A 
onti-nua
ión estudiaremos los prin
ipios de indu

ión para los enteros positivos o nonegativos, pero los mismos son válidos en 
ualquier 
onjunto bien ordenado.Teorema 1.2 Todo sub
onjunto de enteros positivos que in
luya a 1 y que paratodo k si in
luye k, también in
luye a k+1, in
luye a todos los enteros positivos.Prueba: Sea S un sub
onjunto de Z+ que in
luye a 1 y tal que si k ∈ S, setiene que k + 1 ∈ S. Si S 6= Z+, enton
es existe x ∈ Z+ tal que x 6∈, por lotanto el 
onjunto A = {x ∈ Z+ : x 6∈ S} no es va
ío y es sub
onjunto de Z+.Luego, en base al prin
ipio de buena ordena
ión, tiene mínimo que llamaremos
m. Se tiene que m no puede ser igual a 1 porque 1 ∈ S; por lo tanto m > 1y por 
onsiguiente m − 1 > 0, lo 
ual impli
a que m − 1 por ser menor que
m no pertene
e a A y en 
onse
uen
ia, 
omo es positivo, pertene
e a S. Pero,
omo m − 1 ∈ S se tiene que (m − 1) + 1 = m pertene
e a S, lo 
ual es una
ontradi

ión que provino de 
onsiderar que A era distinto del 
onjunto va
ío.Por lo tanto A es va
ío y S = Z+. 2El siguiente teorema es 
onse
uen
ia del prin
ipio de buena ordena
ión. Suprueba es por absurdo y se deja 
omo ejer
i
io.Teorema 1.3 No existe entero positivo entre 0 y 1.1.4. Prin
ipios de Indu

iónTambién son 
onse
uen
ia del prin
ipio de buena ordena
ión los siguientesdos teoremas. El primero de ellos se 
ono
e 
omo prin
ipio de indu

ión 
om-pleta y es el más 
ono
ido. Su prueba es similar a la del segundo y se deja 
omoejer
i
io.Teorema 1.4 (Prin
ipio de Indu

ión Completa) Si P (n) es una propo-si
ión que pueden o no satisfa
er los enteros, se 
umple que P (1) es verdaderay para 
ualquier k > 0, P (k) impli
a P (k + 1), enton
es P (n) es 
ierta paratodo entero positivo.El siguiente teorema se 
ono
e 
omo segundo prin
ipio de indu

ión o prin-
ipio de indu

ión generalizada.Teorema 1.5 (Segundo Prin
ipio de Indu

ión) Si P es una proposi
iónque pueden o no satisfa
er los enteros y para 
ualquier m > 0 la hipótesis deque P (k) es verdadera para todo 0 < k < m impli
a que P (m) es verdadera,enton
es P (n) es 
ierta para todo entero positivo.



1.5. Divisibilidad en los Enteros Vi
ente Yriarte 5Prueba: Sea S el 
onjunto de enteros positivos para los 
uales P es falsa. Si
S es va
ío, enton
es P es verdadera para todo entero positivo. Si S no es va
ío,existe en S un elemento mínimo m�Prin
ipio de buena ordena
ión�. Como
m es el entero positivo más pequeño para el 
ual no se 
umple P , se tiene quepara todo k < m, P (k) es verdadera; luego, se 
on
luye que P (m) también esverdadera. Esto es una 
ontradi

ión, luego, S no puede ser no va
ío. 21.5. Divisibilidad en los EnterosLa e
ua
ión ax = b no siempre tiene solu
ión en los enteros, esto es, dados
a, b ∈ Z, no siempre existe c ∈ Z tal que ac = b; por ejemplo, la e
ua
ión 2x = 3no tiene solu
ión en los enteros porque no existe un entero que multipli
ado por
2 de 3. Cuando tal solu
ión existe se di
e que �a divide a b�, que �a es divisorde b� o que �b es divisible por a�. También se di
e que b es múltiplo de a. Este
on
epto se formaliza a 
ontinua
ión.De�ni
ión 1.3 Dados dos enteros a y b, de
imos que �a divide a b�, y lo re-presentamos por a|b, si y sólo si existe un número entero z tal que az = b.Alerta: Dado que los divisores de un entero no nulo vienen por pareja, mu
hosautores usan la frese �es divisor� sólo para referirse a los divisores no negativos,por ejemplo, suelen de
ir: �los divisores de 12 son 1,2,3,4,6,12.� Nosotros usare-mos explí
itamente el 
ali�
ativo �positivos� 
uando ne
esitemos referirnos sóloa los divisores positivos.Teorema 1.6 La rela
ión �divide a � es re�exiva y transitiva, esto es:re�exividad: ∀a ∈ Z a|atransitividad: ∀a, b, c ∈ Z (a|b ∧ b|c⇒ a|c)Prueba: Sea a ∈ Z; se tiene que a = a · 1, luego a|a. Sean a, b, c ∈ Z; si a|b y
b|c se tiene que existen enteros z1 y z2 tales que b = az1 y c = bz2. Por lo tanto,
c = az1z2, lo que indi
a que a|c. 2Si a es un divisor de b y a es un divisor de c, de
imos que a es un divisor 
omúnde b y c; por ejemplo, 1, 2, 3 y 6 son divisores 
omunes de 18 y 24. Un resultadoimportante y fá
il de probar sobre los divisores 
omunes es el siguiente: Si d esun divisor 
omún de a y b, enton
es d es un divisor de 
ualquier 
ombina
iónlineal de a y b.Ejer
i
io 1.1 Demuestre que si a|b y a|c, enton
es a|b± c.Ejer
i
io 1.2 Demuestre que si a|b o a|c, enton
es a|bc.Ejer
i
io 1.3 Demuestre que si a|b± c y a|b, enton
es a|c.



6 Capítulo 1. Los Números EnterosDe�ni
ión 1.4 (Unidades) Se denominan unidades a los divisores de 1.Teorema 1.7 Las úni
as unidades de Z son ±1.Prueba: El entero a es una unidad de Z si y sólo si existe b ∈ Z tal que
ab = 1. Debemos probar que a = ±1. Si ab = 1 se tiene que a 6= 0 y que b 6= 0(porque de ser alguno 
ero el produ
to sería 
ero) y que |ab| = |a| · |b| = 1.Luego, 
omo |a| > 0 y |b| > 0 y 
omo no existe un entero k tal que 0 < k < 1se tiene que |a| ≥ 1 y |b| ≥ 1. Si |a| > 1, enton
es se tiene que |a| · |b| > |b| ≥ 1(x < y ∧ c > 0 ⇒ cx < cy y transitividad). Por 
onsiguiente |ab| > 1 que
ontradi
e |ab| = 1. Esto impli
a que |a| = 1 y en 
onse
uen
ia que a = ±1. 2La rela
ión �divide a� no es antisimétri
a porque, por ejemplo, 2|−2 y −2|2, pero
2 6= −2. El siguiente 
orolario muestra una propiedad pare
ida a la antisimetría.Él di
e que los enteros mutuamente divisible son solamente los opuestos.Corolario 1.8 Si los enteros a y b son mutuamente divisibles, esto es, a|b y
b|a, enton
es a = ±b.Prueba: Si a|b, se tiene que existe z1 ∈ Z tal que b = az1. De igual forma,
b|a impli
a que a = bz2 para algún z2 ∈ Z. Luego, sustituyendo se tiene que
a = az1z2; si a = 0, enton
es b = 0, y si a 6= 0, se tiene que a − az1z2 =
a(1 − z1z2) = 0, y dado que Z no tiene divisores de 
ero distintos de 
ero, se
on
luye que z1z2 = 1 y por el teorema anterior obtenemos que z1 = ±1, dedonde 
on
luimos que a = ±b. 2Nota: si 
onsideramos el 
onjunto de los enteros positivos o el 
onjunto de losenteros no negativos, la rela
ión de divisibilidad es un orden par
ial y no total.1.5.1. Algoritmo de Eu
lidesTeorema 1.9 (Algoritmo de la División de Eu
lides) Dados dos enteros
a y b tales que b > 0, se tiene que existen dos enteros q y r que 
umplen 
on

a = bq + r 0 ≤ r < b .Di
hos enteros son úni
os.Prueba: Probaremos primero la existen
ia y luego la uni
idad.[Existen
ia℄ La prueba 
onsiste en mostrar que existen múltiplos de b menoresque a para 
on
luir que el 
onjunto de los enteros positivos de la forma a− bxno es va
ío y en 
onse
uen
ia tiene un elemento mínimo que probaremos es elmáximo 
omún divisor positivo entre a y b. Informalmente es 
laro que estoo
urre: si listaramos los múltiplos de b 
omo se muestra en la �gura, se tiene
laramente, que no importa donde le 
orresponda ir a a, el mismo estará entredos múltiplos de b y que todos los múltiplo a su izquieda son menores que él.
−3b −2b −b 0 b 2b 3b



1.5. Divisibilidad en los Enteros Vi
ente Yriarte 7Formali
emos este argumento mostrando uno 
on
reto: Puesto que −|a| esnegativo, se tiene que −|a| ≤ a. Además puesto que b es positivo por hipotesisy no existe enteros entre 
ero y uno, se tiene que b ≥ 1, y en 
onse
uen
ia simúltipli
amos en ambos lados de esta desigualdad por−|a| se tiene que−|a|ble−
|a|. De estas dos desigualdades se 
on
luye por transitividad que −|a| · b ≤ ay por lo tanto, el 
onjunto de las diferen
ias a − bx 
ontiene por lo menos unentero no negativo e.g.: a − b(−|a|) ≥ 0. Luego, en base al prin
ipio de buenaordena
ión S = {a − bx ≥ 0} tiene mínimo que llamaremos r = a − bq. Como
r ∈ S se tiene que r ≥ 0; además si r ≥ b podríamos restar b en ambos lados yobtener un entero positivo menor r − b ∈ S, lo 
ual 
ontradi
e el he
ho de que
r es el mínimo de S. Esto es,

r = a− qb ∧ r ≥ b⇒ r − b = a− qb− b = a− (q + 1)b ≥ 0Luego 0 ≤ r < b. [Uni
idad℄ Si suponemos que existen dos expresiones
a = qb + r y a = q

′

b + r
′ 
on 0 ≤ r < b, 0 ≤ r

′

< bSe tiene que r − r
′

= (q
′ − q)b. Por un lado, r − r

′ debe ser en valor absolutomenor que b pues se están restando dos números no negativos menores que b;pero a su vez es múltiplo de b, luego tiene que ser CERO, por lo tanto r = r
′ ypor 
onsiguiente q = q

′ . 2Lema 1.10 Todo sub
onjunto no va
ío de números enteros 
errado para la adi-
ión y la sustra

ión, 
ontiene sólo al 
ero, o 
ontiene un número entero positivomínimo del 
ual son múltiplos todos los demás.Prueba: Sea S, un 
onjunto no va
ío 
errado para la adi
ión y para la sus-tra

ión, y sea a 6= 0 un elemento de S; por de�ni
ión de S, a− a = 0 ∈ S, porlo tanto 0 − a = −a ∈ S. Luego, S 
ontiene tanto a a 
omo a −a, uno de los
uales debe ser positivo, luego S 
ontiene un sub
onjunto no va
ío de númerosenteros positivos, que por el prin
ipio de buena ordena
ión tiene mínimo. Deno-minemos a di
ho mínimo b. Este 
onjunto S debe 
ontener todos los múltiplosde b. Contiene a b · 1; si 
ontiene a b · k, enton
es 
ontiene a b · (k + 1) pues
b ·k + b = b · (k +1). También 
ontiene a los múltiplos negativos −n · b = 0−nb.Veamos que S no 
ontiene no múltiplos de b. Si c ∈ S y c no es múltiplode b, por el algoritmo de Eu
lides se tendrá que c = qb + r, lo 
ual impli
aríaque r = c− qb ∈ S, 
on 0 ≤ r < b. Si r = 0, se tiene que c = qb, lo 
ual es una
ontradi

ión pues supusimos que c no es múltiplo de b. Si r 6= 0, también setiene una 
ontradi

ión porque r es estri
tamente menor que b y por ele

ión bera el menor entero positivo de S. 21.5.2. Máximo Común DivisorDe�ni
ión 1.5 (Máximo Común Divisor) Un entero d se llama máximo
omún divisor de dos números enteros a y b si y sólo si es simultáneamente



8 Capítulo 1. Los Números Enterosdivisor de a y de b y además es múltiplo de 
ualquier otro divisor 
omún. Lodenotamos por MCD(a, b) = d. Simbóli
amente:
MCD(a, b) = d⇐⇒ d|a ∧ d|b ∧ (c|a ∧ c|b⇒ c|d)Por ejemplo, 4 y −4 son los máximos 
omunes divisores de 12 y 8. Nótese quetodo par de enteros no ambos nulos tienen dos máximos 
omunes divisores quedi�eren sólo en el signo. Esto da pie a la siguiente de�ni
ión.De�ni
ión 1.6 (Máximo Común Divisor Positivo) Un entero positivo dse llama máximo 
omún divisor de dos números enteros a y b si y sólo si essimultáneamente divisor de a y de b y además es múltiplo de 
ualquier otrodivisor 
omún. Lo denotamos por (a, b) = d Simbóli
amente

(a, b) = d⇔ d|a ∧ d|b ∧ (c|a ∧ c|b⇒ c|d)Nótese que es prá
ti
amente la misma de�ni
ión pero para mu
hos propósito esmás 
ómoda de manipular.Teorema 1.11 Dos enteros no ambos nulos a y b tienen un máximo 
omúndivisor positivo (a, b). Este puede expresarse 
omo �
ombina
ión lineal� de a y
b 
on 
oe�
ientes enteros u y w 
omo sigue

(a, b) = ua + wbPrueba: Consideremos el 
onjunto de los números de la forma xa + yb, estoes, 
onsideremos S = {xa + yb : x, y ∈ Z}. Este 
onjunto es 
errado bajo laadi
ión y la sustra

ión (½Verifíquelo!), y por lo tanto todos sus elementos sonmúltiplos de algún entero positivo d que debe ser de la forma d = ua + wb paraalgún u, w ∈ Z. Falta ver que este número d es, en efe
to, el máximo 
omúndivisor positivo de a y b. Es divisor de a pues a ∈ S ya que a = 1 · a + 0 · b ypor 
onsiguiente a = k · d; por igual razonamiento, d es divisor de b. Además
omo d = ua + wb se tiene que si c|a y c|b, enton
es c|ua + wb, esto es, c|d, porlo tanto d es el máximo 
omún divisor positivo de a y b, o sea, d = (a, b) 2Las siguientes son algunas de las propiedades bási
as de la fun
ión mcd positivo.Se dejan 
omo ejer
i
io.
(a, 0) = |a|
(a, b) = (b, a)
(a, b) = (−a, b)
(a, b) = (|a|, |b|)

(ak, a) = |a| ∀k ∈ Z (1.7)El siguiente teorema, que se basa en el Algoritmo de la División, estable
euna re
urren
ia que permite hallar el máximo 
omún divisor positivo de 
ual-quier par de enteros.Teorema 1.12 (Re
ursión de Eu
lides) Si a y b son enteros positivos talesque a = bq + r 
on 0 ≤ r < b, enton
es (a, b) = (b, r)



1.5. Divisibilidad en los Enteros Vi
ente Yriarte 9Prueba: Como a = bq+r se tiene que si x|a∧x|b, enton
es x|r y en 
onse
uen-
ia todo divisor 
omún de a y b es divisor 
omún de b y r. Además, si x|b∧ x|r,enton
es x|a, y por lo tanto todo divisor 
omún de b y r, es divisor 
omún de
a y b. Luego, el 
onjunto de los divisores 
omunes de a y b es igual al 
onjuntode los divisores 
omunes de b y r; por 
onsiguiente su máximo es el mismo, estoes: (a, b) = (b, r). 2El Teorema 1.9 se denomina Algoritmo de Eu
lides porque él permite plan-tear un pro
edimiento (algoritmo) para determinar el máximo 
omún divisorde 
ualquier par de enteros positivos. Realmente aun 
uando los dos enteros nosean positivos el algoritmo puede hallar su máximo 
omún divisor 
onsiderandolos números positivos, porque el valor del máximo 
omún divisor positivo nodepende de los signos de los números.En el siguiente ejemplo se muestra 
omo se usa el algoritmo de Eu
lides parahallar el máximo 
omún divisor positivo de dos enteros positivos.Ejemplo 1.1 Halle el máximo 
omún divisor positivo de los enteros 210 y 33y expréselo 
omo 
ombina
ión lineal de di
hos enteros.Expli
a
ión: Al dividir 210 entre 33 se tiene que el resto es 12 y el 
o
ientees 6, esto es, 210 = 33 · 6 + 12. Luego, en base al lema anterior se tiene que
(210, 33) = (33, 12). Repitiendo el pro
eso se tiene que 33 = 12 · 2 + 9 y porlo tanto (210, 33) = (33, 12) = (12, 9). Si repetimos el pro
eso una vez más setiene que 12 = 9 · 1 + 3 y que (210, 33) = (33, 12) = (12, 9) = (9, 3). Finalmente,
9 = 3 · 3 + 0 y

(210, 33) = (33, 12) = (12, 9) = (9, 3) = (3, 0) = 3 .Para expresar a 3 
omo 
ombina
ión lineal de 120 y de 33 se despeja el últimoresto no nulo, en este 
aso el tres y en esta expresión se van sustituyendo losrestos anteriores 
omo se muestra a 
ontinua
ión.
3 = 12− 9 · 1

= 12− (33− 12 · 2) · 1 = −33 + 12 · 3
= −33 + (210− 33 · 6) · 3
= 3(210)− 19(33)

•El pro
edimiento usado en la primera parte del ejer
i
io anterior para hallarel máximo 
omún divisor se puede expresar por medio del siguiente algoritmo.El mismo es re
ursivo y se basa en el Teorema 1.12. Nota: El resto r, de dividira a entre b, se denota por a mod b, y está garantizado por el teorema 1.9{ Retorna el máximo 
omún divisor positivo de a y b}
mcd(a, b);si b = 0 retorna a



10 Capítulo 1. Los Números Enterosde lo 
ontrario retorna mcd(b, a mod b);El teorema 1.11 estable
e que el máximo 
omún divisor de dos enteros es elvalor de la 
ombina
ión lineal de di
hos enteros que produ
e el menor enteropositivo. A 
ontinua
ión dedu
iremos un algoritmo que extienda el anterior paraobtener los 
oe�
ientes que permiten es
ribir al máximo 
omún divisor positivode a y b 
omo 
ombina
ión lineal de a y b. Al ser invo
ado 
on a y b deberetornar la terna (d, u, w) donde d es el máximo 
omún divisor positivo de a y b,y u, w son los 
oe�
ientes de la 
ombina
ión lineal. Si b = 0, (a, b) = a y por lotanto a = 1 ·a+0 ·b, y en 
onse
uen
ia el algoritmo que bus
amos debe devolverla terna (a, 1, 0). De lo 
ontrario se invo
a de nuevo al algoritmo 
on b, a mod b.Si esta invo
a
ión retorna la terna (d′, u′, w′), dado que d = d′ y puesto que
d′ = bu′ + (a mod b)w′

= bu′ + (a− b⌊a/b⌋)w′

= aw′ + b(u′ − ⌊a/b⌋w′) (1.8)Aquí, ⌊a/b⌋ representa la división entera (el 
o
iente entero de dividir a entre b,el q del algoritmo de la división) Luego, en este 
aso el algoritmo debe retornara w′ por u y a (u′ − ⌊a/b⌋w′) por w. A 
ontinua
ión se muestra el 
ódigo.{ Retorna (d, u, w), donde d = (a, b) = ua + wb}m
dExtendido(a, b) :;si b = 0 retorna (a, 1, 0);
(d′, u′, w′)← m
dExtendido(b, a mod b);
(d, u, w)← (d′, w′, u′ − ⌊a/b⌋w′);retorna (d, u, w);Ejer
i
io 1.4 Halle el máximo 
omún divisor positivo de los enteros 2520 y

242 y expréselo 
omo 
ombina
ión lineal de di
hos enteros.Si un entero m es múltiplo de a y de b se di
e que m es múltiplo 
omún de a y
b, por ejemplo, 12 y 24 son múltiplos 
omunes de 4 y de 6. De manera similar
omo se de�ne la fun
ión máximo 
omún divisor se de�ne la fun
ión mínimo
omún múltiplo.De�ni
ión 1.7 (Mínimo Común Múltiplo) Dados dos enteros positivos ay b de
imos que m es el mínimo 
omún múltiplo de a, b y lo representamos por
mcm(a, b) si y sólo si a|m, b|m y (∀z ∈ Z+)(a|z ∧ b|z ⇒ m|z). Esto es,

mcm(a, b) = m⇐⇒ a|m ∧ b|m ∧ (∀z ∈ Z+)(a|z ∧ b|z ⇒ m|z)Nótese que 〈Z+ ∪ {0}, | 〉 es un reti
ulado a
otado 
on mínimo 0̂ = 1 ymáximo 1̂ = 0 y que el máximo 
omún divisor positivo y el mínimo 
omúnmúltiplo de a y b son justamente el ı́nf (a, b) y el sup (a, b) en di
ho reti
ulado.Alerta: Las palabras máximo y mínimo en las de�ni
iones de máximo 
omún
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ente Yriarte 11divisor y de mínimo 
omún múltiplo se re�eren al máximo y al mínimo de larela
ión �divide a�; no deben 
onfundirse 
on máximo y mínimo de la rela
iónmenor o igual. Sin embargo, no se 
rea 
on�i
to 
on la idea de máximo o mínimode la rela
ión ≤ porque si a|b, se tiene que a ≤ b.1.6. Números PrimosLos números primos fueron extensamente estudiados por los matemáti
osgriegos. Matemáti
os de la es
uela de Pythagoras (500 a 300 a.
) se interesaronen sus propiedades. Eu
lides en el Libro IX de los Elementos probó que hayin�nitos primos�di
ha prueba es uno de los primeros ejemplos de una pruebapor absurdo�. También probó el Teorema fundamental de la aritméti
a queestable
e que todo número entero se puede des
omponer 
omo produ
to deprimos en forma úni
a. Cer
a del año 200 a.
. Eratosthenes propuso un algoritmopara hallar primos llamado la 
riba de Eratosthenes. El hombre pare
e haberseolvidado de los números primos por 
er
a de 18 siglos. Los siguientes resultadosimportantes fueron obtenidos por Fermat en el siglo XVII.De�ni
ión 1.8 (Primo) Un número entero (positivo)1 p es primo si es dis-tinto de 0 y de ±1 y es divisible solamente por ±1 y por ±p.Una de�ni
ión equivalente y más 
ompa
ta es la siguiente:De�ni
ión 1.9 (Primo) Un número entero p es primo si y sólo si es positivoy tiene exa
tamente dos divisores positivo.Si un número entero positivo mayor que 1 no es primo, se llama 
ompuesto.Observe que el 1 el 0 y los enteros negativos no son ni primos ni 
ompuestos.A 
ontinua
ión se muestra la lista de los primeros 50 números primos: 2, 3, 5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97,101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179,181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, y �229.Si a divide a un numero 
ompuesto, digamos bc, no tiene por qué dividira sus fa
tores por separado. Pero si a es primo debe dividir a algunos de susfa
tores. Esto se estable
e en el siguiente teorema que es una 
onse
uen
ia delTeorema 1.11 que asegura la existen
ia de enteros u y w tales que (a, b) =
ua + wb.Teorema 1.13 Si p es primo y p|ab, enton
es p|a o p|b.Prueba: Supongamos que p 6 |a, 
omo p es primo sus úni
os divisores son ±1 y
±p, 
omo p 6 |a los úni
os divisores 
omunes de a y p son ±1. Luego, 1 es máximo
omún divisor positivo de p y a, esto es, (a, p) = 1, y por 
onsiguiente existen uy w tales que 1 = ua + wp. Si multipli
amos por b se tiene que b = uab + wpb,y además 
omo p|ab se tiene que existe z ∈ Z tal que ab = zp, y por lo tanto1Seguiremos a la mayoría de los matemáti
os al 
onsiderar la primalidad una propiedadex
lusiva de los enteros positivos
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b = uzp + wpb = p(uz + wb) y en 
onse
uen
ia p|b. 2Ejer
i
io 1.5 Demuestre que si p, q1 y q2 son primos positivos y p|q1q2, en-ton
es p = q1 o p = q2.De�ni
ión 1.10 (Primos Relativos) Se di
e que dos números enteros a y bson primos entre sí, o que son primos relativos si y sólo si sus úni
os divisores
omunes son ±1, esto es, si y sólo si (a, b) = 1.El siguiente teorema es una generaliza
ión del anterior.Teorema 1.14 Si c|ab y (a, c) = 1, enton
es c|b.Teorema 1.15 Si (a, b) = 1, a|x y b|x, enton
es ab|x.Ejer
i
io 1.6 Pruebe que para todo a ∈ Z, a y a + 1 son primos entre sí.1.6.1. Teorema Fundamental de la Aritméti
aEn esta se

ión se estudiará el teorema fundamental de la aritméti
a. Di
hoteorema a�rma que todo entero no primo se puede des
omponer en el produ
tode fa
tores primos, en forma úni
a salvo por el orden de apari
ión de los fa
-tores. La prueba de este teorema se basa en el segundo prin
ipio de indu

iónmatemáti
a de los enteros positivos.Teorema 1.16 Todo entero no nulo se puede expresar 
omo el produ
to de
(±1) por fa
tores primos positivos. Di
ha expresión es úni
a, salvo por el ordende los fa
tores.Prueba: Consideraremos sólo el 
aso en que n sea un entero positivo. (¾Porqué?) y lo probaremos por indu

ión generalizada sobre n. Primero probaremosla existen
ia de una tal des
omposi
ión y luego la uni
idad de la misma.Paso base: si n es 1 se 
umple porque 1 es 1 por un produ
to va
ío de fa
to-res primos. Paso indu
tivo: Asumimos que todo entero menor que n se puededes
omponer 
omo produ
to de fa
tores primos y probaremos que n se puededes
omponer 
omo produ
to de fa
tores primos. Por 
asos: si n es primo, en-ton
es es el produ
to de un solo primo y si n no es primo, enton
es tiene algúndivisor positivo mayor que 1 y distinto de n; por 
onsiguiente n = n1 · n2 
on
n1, n2 > 1 Luego, 
omo 1 < n1, n2 < n se pueden, por hipótesis indu
tiva, des-
omponer 
omo produ
to de primos, digamos: n1 = p1p2 · · · pr y n2 = q1q2 · · · qs,se tiene que n = p1p2 · · · prq1q2 · · · qs que es una des
omposi
ión en primos de
n. Probemos ahora la uni
idad también por indu

ión sobre n. De nuevo, pa-ra n igual a 1 se tiene que se 
umple porque el produ
to de primos es va
ío.Si asumimos que la des
omposi
ión es úni
a para todo entero positivo menorque n debemos probar que la des
omposi
ión es úni
a para n. Su pongamos que
n = p1p2 · · · pr y n = q1q2 · · · qs son dos des
omposi
iones en primos de n. Como
p1 divide a n se tiene que p1 divide a algún qi, pero además 
omo p1 es primo
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ente Yriarte 13se tiene que p1 = qi quedando que p2 · · · pr = q1 · · · qi−1qi+1 · · · qs y 
omo estenúmero es menor que n se tiene que 
ada pi debe 
orresponder a algún qj y que
r = s. 2Una 
onse
uen
ia del teorema anterior es que el Teorema demostrado porEu
lides que a�rma la existen
ia de in�nitos primos. Ya 
omentamos que es unode los ejemplos más antiguos de una prueba por absurdo.Teorema 1.17 (Eu
lides) Existen in�nitos números primos positivos.Prueba: Supongamos, por absurdo, que hay un número �nito de primosy enumerémoslos 
omo sigue: p1, p2, . . . , pk. Consideremos al entero positivo
p1p2 · · · pk + 1. Claramente es mayor que 
ada uno de los pi, por lo tanto no esprimo�no está en nuestra lista de primos.�Como también es mayor que 1, debeser 
ompuesto y 
ontener al menos un primo en su des
omposi
ión�TeoremaFundamental de la Aritmeti
a�, esto es, alguno de nuestros primos debe divi-dirlo. Pero si alguno de nuestros primos, digamos pi, lo divide, enton
es 
omotambién divide a p1p2 . . . pk, se tiene que divide a 1, lo 
ual es una 
ontradi

ión.Luego el 
onjunto de los primos no es �nito. 2Nota: Agrupando los primos iguales de la des
omposi
ión en primos delentero positivo n se tiene que n = pα1

1 pα2

2 · · · pαk

k . Esto nos permite hallar unafórmula para 
ontar los divisores del número n porque un divisor de n debe serforzosamente de la forma d = pβ1

1 pβ2

2 · · · pβk

k 
on 0 ≤ βi ≤ αi. Justi�que estaa�rma
ión.El teorema anterior propor
iona además la base para determinar el mínimo
omún múltiplo de dos enteros. Se deja 
omo ejer
i
io.Ejer
i
io 1.7 Demuestre que para todo par de enteros positivos a y b se 
umpleque ab = mcd (a, b)mcm (a, b).Ejer
i
io 1.8 Halle una fórmula que permita 
al
ular el número de divisorespositivos de un número entero n en base a su des
omposi
ión en primos.Ejer
i
io 1.9 Halle una fórmula que permita 
al
ular la suma de los divisorespositivos del número entero n.
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i
ios1. Demuestre que si a|b ∧ a|c, enton
es a|(b± c).2. Demuestre que a y b son enteros positivos tales que a|b ∧ b|a, enton
es
a = b.3. Use el Algoritmo de Eu
lides para 
al
ular el máximo 
omún divisora) (24, 18) b) (7, 35) 
) (120, 270)4. Exprese el máximo 
omún divisor de los pares de números siguientes 
o-mo 
ombina
ión lineal de di
hos números. Esto es, es
riba en 
ada 
aso
(x, y) = sx + ty, 
on s y t enteros.a) (36, 9) b) (11, 35) 
) (48, 18)5. Demostrar que si a > 0 ∧ x 6= 0, enton
es (ax, ay) = a(x, y)6. Demuestre que si a|bc ∧ (a, b) = 1, enton
es a|c7. Demuestre que si d es divisor 
omún de b y c, es divisor de 
ualquier
ombina
ión lineal entera de b y c, esto es, que d|xb+yc para todo x, y ∈ Z.8. Pruebe que para toda terna de enteros a, b, c existen enteros r, s, t talesque el máximo 
omún divisor de a, b, c es igual a ra + sb + tc.9. Demostrar que si (a, b) = 1 ∧ (a, c) = 1, enton
es (a, bc) = 110. Probar que todo 
onjunto de enteros 
errado para la sustra

ión tambiénes 
errado para la adi
ión.11. Dé ejemplos de 
onjuntos de enteros 
errados para la adi
ión pero no parala sustra

ión.12. Demuestre que si a es un entero y p es un entero positivo tal que p|a,enton
es (a, p) = p.13. Dados dos enteros a, b, demuestre que si p es primo y p|ab, enton
es p|a∨
p|b.14. Pruebe que si d = (a, b) y a|c ∧ b|c, enton
es d|c.15. Demostrar que si b es un entero positivo 
ompuesto, tiene un divisorprimo positivo d ≤

√
b.16. Demuestre que si a|b, enton
es |a| ≤ |b| o b = 0, y úselo para demostrarque si a|b y b|a, enton
es a = ±b.17. Use el prin
ipio de buena ordena
ión para probar que no existe ningúnentero positivo entre los enteros 
ero y uno.18. Demuestre que si ai ∈ Z+ 
on 1 ≤ i ≤ n y p es un número primo tal que

p|a1a2 · · · an, enton
es existe algún aj , 
on 1 ≤ j ≤ n tal que p|aj .



1.7. Ejer
i
ios Vi
ente Yriarte 1519. Use el algoritmo de Eu
lides para 
al
ular el máximo 
omún divisor delas siguientes parejas de números y expréselo 
omo 
ombina
ión lineal dedi
hos números. ((a, b) = wa + zb) a) 24, 30; b) 240, 125; 
) 32, 18.20. Demuestre que si a y b son enteros positivos y a > b, enton
es (a, b) =
(b, a− b).21. Dados dos enteros positivos a y b, demuestre que si p1, p2, . . . , pk es unalista sin repeti
iones de todos los primos que apare
en en la des
omposi
iónen primos de a y de b, y a = pα1

1 pα2

2 · · · pαk

k y b = pβ1

1 pβ2

2 · · · pβk

k 
on
αi ≥ 0 y βi ≥ 0 para todo i, enton
es el máximo 
omún divisor positivoentre a y b es p

mı́n(α1,β1)
1 · · · pmı́n(αk,βk)

k y su mínimo 
omún múltiplo es
p
máx(α1,β1)
1 · · · pmáx(αk,βk)

k .22. Usando el resultado del ejer
i
io anterior y el he
ho de que (a, a) = a es-
riba un algoritmo iterativo que re
iba 
omo entrada dos enteros positivos
a, b y dé 
omo salida en la variable x el máximo 
omún divisor positivo de
a, b. Use una variable auxiliar y para alma
enar el valor a
tual de b. Nomodi�que los valores de entrada. Indique la 
ondi
ión de parada de la ytera
ión.23. Demuestre que para todo par de números enteros positivos a, b se 
umpleque ab = mcd (a, b) · mcm(a, b).24. Use el prin
ipio de buena ordena
ión para probar que √2 no es un númerora
ional. Sug.: Considere el 
onjunto S = {x ∈ Z+

: x
√

2 ∈ Z+}.25. De
imos que un número entero positivo n es perfe
to si la suma de susdivisores es 2n, por ejemplo, 6 es perfe
to porque 1 + 2 + 3 + 6 = 12.a) Veri�que que 28 y 496 son perfe
tos.b) Demuestre que si m ∈ Z+ y 2m − 1 es primo, enton
es 2m−1(2m − 1)es un entero perfe
to. (Sug.: Tal vez ne
esite ∑
n

i=0
ri

=
r

n+1
−1

r−1
)26. Demuestre que un número entero positivo n es un 
uadrado perfe
to si ysólo si tiene un número impar de divisores positivos.27. Demuestre que si a, b son dos enteros positivos, el 
onjunto de númerosde la forma sa + tb, donde s, t son enteros positivos, in
luye todos losmúltiplos de (a, b) mayores que ab.28. Cuantos divisores positivos tiene n si n = pα, p es primo y α ≥ 029. Si A = {a1, a2, a3, a4, a5} es un sub
onjunto de enteros positivos, demues-tre que existe un sub
onjunto no va
ío S de A tal que la suma de loselementos de S es múltiplo de 5.30. Demuestre que si ab es un entero positivo 
uadrado tal que (a, b) = 1,enton
es a, b son ambos 
uadrados. Demuestre que si a|c, b|c y (a, b) = 1,enton
es ab|c.



16 Capítulo 1. Los Números Enteros31. Demuestre que si n es un entero positivo, enton
es n y n+1 son 
oprimos.32. Demuestre que para todo m, n ∈ Z existe r ∈ Z tal que m = n + r.33. Pruebe que para todo entero k no existe un entero entre k y k + 1.34. Proponga un algoritmo e�
iente para hallar el mínimo 
omún multiploentre dos enteros positivos a y b.


