Solia permitirme creer que la mente es un subproducto
del cuerpo. ; Doénde se llega primero, al puerto o a
ciudad, a la ciudad o al Estado, al Estado o al mundo?

Mi hermana y yo, Federico Nietzsche.

Capitulo 1

Los Numeros Enteros

1.1. Introduccion

El objetivo de este capitulo es presentar las propiedades béasicas de los nime-
ros enteros que vamos a necesitar en los proximos capitulos. Con el fin de tener
una definicion formal de los nimeros enteros, en el marco de la teoria de con-
junto, mostraremos como se construyen a partir de los nimeros naturales. Sin
embargo no nos detendremos a probar todas las propiedades basicas de los ente-
ros a partir de su definicién sino que las enunciaremos y las usaremos. Invitamos
al lector a realizar las pruebas de dichas propiedades que sélo requieren de las
definiciones presentadas. Los nimeros enteros se definen como clases de pares
ordenados, pero para simplificar su notacién y manipulacién los denotaremos
como se hace usualmente. Los puntos mas importantes tratados en este capitulo
son: el principio de buena ordenacion, los principios de induccién, el algoritmo
de Euclides y el teorema de descomposicion en primos (teorema fundamental de
la aritmética).

1.2. La Definicion

Sobre el conjunto IN x IN se define la siguiente relacién:
<a,b>=<cd>=a+d=b+c . (1.1)

Esta relacion es una relacién de equivalencia sobre IN x IN, y por consiguiente,
parte al conjunto IN x IN en clases disjuntas. Al conjunto de dichas clases, esto
es, al conjunto cociente se le denomina conjunto de los enteros racionales y se
denota por la letra Z. Entonces se tiene que

Z={[<n,0>]:ne N }U{[<0,n>]:ne N }U{[<0,0>]} . (1.2)

Al primero de los conjuntos de esta union se le denomina conjunto de los enteros
positivos y se le denota por Z T, al segundo se le denomina conjunto de los enteros



2 Capitulo 1. Los Nameros Enteros

negativos y se le denota por Z~ y finalmente el ultimo de los conjunto de esta
unién es un singletén cuyo tnico elemento es el cero. Al entero [< n,0 >] lo
denotaremos por n o +n, mientras que al entero [< 0,n >] lo denotaremos por
—n. Recuerde que los corchetes significan la clase del elemento tal.

1.2.1. Aritmética Entera

Sobre el conjunto de los niimeros enteros se definen dos operaciones que
denominamos adicién y multiplicacién como sigue:

[<a,b>]+[<e,d> = [a+eb+d>]
[<a,b>]x[<c,d>] [< ac+bd,ad +be>] . (1.3)

Sobre la adicién se pueden probar las siguientes propiedades:

1. Clausura: (Vz,y € Z)(x +y € 2)

2. Asociatividad: (Vz,y,2 € Z)(z+y)+z=2+ (y+ 2))

3. Existencia de Neutro: (Vz € Z)(z +0=0+2 = )

4. Existencia de inverso: (Vx € Z)(xz + (—z) = (—z) + x = 0)

5. Conmutatividad: (Vz,y € Z)(z +y =y + z)
y para la multiplicaciéon se pueden probar las siguientes propiedades:

1. Clausura: (Vz,y € Z)(z*xy € Z)

2. Asociatividad: (Vz,y,z € Z)((z xy) * z = x % (y * 2))

3. Existencia de Neutro: (Vo € Z)(zx1 =1%z = z)

4. Conmutatividad: (Va,y € Z)(z xy =y *x)
Ademaés se cumplen las leyes distributivas de la multiplicacién con respecto a la
adicion, esto es: (Va,y,z € Z)(z(y+2) =ay +axz A (z+y)z = 2z + yz)

Otras dos propiedades importantes de los niimeros enteros son las siguientes:

= En los enteros se cumplen las leyes cancelativas, esto es, (Va,y,z € Z)(z #
ONzx=zy=x=1y)

= En los enteros no existen divisores de cero distintos de cero, esto es,
(Ve,y € Z)(xzy=0=2=0Vy=0)
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1.2.2. Un Orden en los Enteros

Sobre el conjunto de niimeros enteros se define la siguiente relaciéon de orden
<a,b> < <¢d> a+d<b+c. (1.4)

Donde el signo < del lado derecho es la relacién de orden usual en los niimeros
naturales. Puede probarse que con esta relaciéon de orden el conjunto de los
nameros enteros es un conjunto linealmente ordenado. Alerta: No es la tnica
relacion de orden que se puede definir sobre los enteros, pero es la que usamos
con mas frecuencia: la denominamos orden usual. A continuacién mostramos
algunas de las propiedades mas importantes del orden en los enteros. Como es
usual denotaremos al orden estricto asociado a < por <, recordando que a < b
significa que a < b A a # b.

Cuadro 1.1: Algunas Propiedades del orden de los Enteros
m<m 5. m<nAp<qg=—=m+p<n+gq
m<nAn<m=—=>m=n 6. m<nAp>0=mp<np
m<nAn<p=—=m<p 7. m<nAp<O0=np<mp
m<n=—=m+p<n+p 8 m<nVn<mVm=n

=L

Como para todo entero a se tiene que es cero, o bien que es positivo o bien que
es negativo a continuacion se define su valor absoluto.

Definicién 1.1 (Valor Absoluto) Dado un nimero entero a se define el valor
absoluto de a y se denota por |a| como cero si a =0 o como el entero positivo
del par no ordenado {a,—a} si a #0, esto es:

a, sia > 0;
laf = {a, sia < 0. (1.5)

La funcién valor absoluto tiene las siguientes propiedades:
la| =[—al,  labl=lallt],  —la] <a<]al, (1.6)

Si p es un entero positivo, entonces |a| < p & —p < a < p. Tambiém es
importante la siguiente proposicién.

Teorema 1.1 (Desigualdad Triangular) Para todo par de enteros a,b, se
tiene que |a £+ b| < |a|] + |b].

1.3. Principio de Buena Ordenacién
Definicién 1.2 (Conjunto Bien Ordenado) Un conjunto parcialmente or-

denado se dice que estd bien ordenado si y solo si estd linealmente ordenado y
cada uno de sus subconjuntos no vacios tiene minimo.
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El conjunto de los ntimeros enteros no es un conjunto bien ordenado porque
él mismo no tiene minimo. Sin embargo, el conjunto de los niimeros enteros
positivos ZT y el de los enteros no negativos son conjuntos bien ordenados.
Una consecuencia del principio de buena ordenacién de los ntimeros enteros
positivos o de los enteros no negativos son los principios de inducciéon. A conti-
nuacién estudiaremos los principios de induccién para los enteros positivos o no
negativos, pero los mismos son validos en cualquier conjunto bien ordenado.

Teorema 1.2 Todo subconjunto de enteros positivos que incluya a 1 y que para
todo k si incluye k, también incluye a k+1, incluye a todos los enteros positivos.

Prueba: Sea S un subconjunto de ZT que incluye a 1 y tal que si k € S, se
tiene que k+1 € S. Si S # ZT, entonces existe x € ZT tal que = ¢, por lo
tanto el conjunto A = {z € Z* : z € S} no es vacio y es subconjunto de Z7T.
Luego, en base al principio de buena ordenacién, tiene minimo que llamaremos
m. Se tiene que m no puede ser igual a 1 porque 1 € S; por lo tanto m > 1
y por consiguiente m — 1 > 0, lo cual implica que m — 1 por ser menor que
m no pertenece a A y en consecuencia, como es positivo, pertenece a S. Pero,
como m — 1 € S se tiene que (m — 1) + 1 = m pertenece a S, lo cual es una
contradiccién que provino de considerar que A era distinto del conjunto vacio.
Por lo tanto A es vacioy S = Z7. O

El siguiente teorema es consecuencia del principio de buena ordenacién. Su
prueba es por absurdo y se deja como ejercicio.

Teorema 1.3 No existe entero positivo entre 0 y 1.

1.4. Principios de Induccién

También son consecuencia del principio de buena ordenacién los siguientes
dos teoremas. El primero de ellos se conoce como principio de induccién com-
pleta y es el mas conocido. Su prueba es similar a la del segundo y se deja como
ejercicio.

Teorema 1.4 (Principio de Induccion Completa) Si P(n) es una propo-
sicion que pueden o no satisfacer los enteros, se cumple que P(1) es verdadera
y para cualquier k > 0, P(k) implica P(k + 1), entonces P(n) es cierta para
todo entero positivo.

El siguiente teorema se conoce como segundo principio de induccién o prin-
cipio de induccién generalizada.

Teorema 1.5 (Segundo Principio de Induccién) Si P es una proposicién
que pueden o no satisfacer los enteros y para cualquier m > 0 la hipdtesis de
que P(k) es verdadera para todo 0 < k < m implica que P(m) es verdadera,
entonces P(n) es cierta para todo entero positivo.
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Prueba: Sea S el conjunto de enteros positivos para los cuales P es falsa. Si
S es vacio, entonces P es verdadera para todo entero positivo. Si S no es vacio,
existe en S un elemento minimo m—Principio de buena ordenacién—. Como
m es el entero positivo mas pequeno para el cual no se cumple P, se tiene que
para todo k < m, P(k) es verdadera; luego, se concluye que P(m) también es
verdadera. Esto es una contradiccién, luego, S no puede ser no vacio. O

1.5. Divisibilidad en los Enteros

La ecuaciéon ax = b no siempre tiene solucién en los enteros, esto es, dados
a,b € Z, no siempre existe ¢ € Z tal que ac = b; por ejemplo, la ecuacion 2x = 3
no tiene soluciéon en los enteros porque no existe un entero que multiplicado por
2 de 3. Cuando tal solucién existe se dice que “a divide a b”, que “a es divisor
de b” o que “b es divisible por a”. También se dice que b es miiltiplo de a. Este
concepto se formaliza a continuacion.

Definicion 1.3 Dados dos enteros a y b, decimos que “a divide a b”, y lo re-
presentamos por alb, si y sdlo si existe un nimero entero z tal que az = b.

Alerta: Dado que los divisores de un entero no nulo vienen por pareja, muchos
autores usan la frese “es divisor” s6lo para referirse a los divisores no negativos,
por ejemplo, suelen decir: “los divisores de 12 son 1,2,3,4,6,12.” Nosotros usare-
mos explicitamente el calificativo “positivos” cuando necesitemos referirnos sélo
a los divisores positivos.

Teorema 1.6 La relacion “divide a ’

" es reflexiva y transitiva, esto es:
reflexividad: Va € Z ala
transitividad: Va,b,c € Z (alb Ablc = alc)

Prueba: Sea a € Z; se tiene que a = a - 1, luego ala. Sean a,b,c € Z;si alby
blc se tiene que existen enteros z; y 23 tales que b = az; y ¢ = bza. Por lo tanto,
¢ = az 29, lo que indica que alc. m]

Si @ es un divisor de b y a es un divisor de ¢, decimos que a es un divisor comdn
de by c; por ejemplo, 1, 2, 3 y 6 son divisores comunes de 18 y 24. Un resultado
importante y facil de probar sobre los divisores comunes es el siguiente: Si d es
un divisor comtn de a y b, entonces d es un divisor de cualquier combinacién
lineal de a y b.

Ejercicio 1.1 Demuestre que si alb y a|c, entonces alb £ c.
Ejercicio 1.2 Demuestre que si alb o alc, entonces albe.

Ejercicio 1.3 Demuestre que si alb+ ¢ y alb, entonces alc.
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Definicién 1.4 (Unidades) Se denominan unidades a los divisores de 1.
Teorema 1.7 Las inicas unidades de Z son £1.

Prueba: El entero a es una unidad de Z si y so6lo si existe b € Z tal que
ab = 1. Debemos probar que a = +1. Si ab = 1 se tiene que a # 0y que b # 0
(porque de ser alguno cero el producto seria cero) y que |ab| = |a| - |b] = 1.
Luego, como |a| > 0y [b] > 0 y como no existe un entero k tal que 0 < k < 1
se tiene que |a| > 1y |b| > 1. Si |a| > 1, entonces se tiene que |a| - |b] > |b] > 1
(x < yANe >0 = cxr < cyy transitividad). Por consiguiente |ab] > 1 que
contradice |ab] = 1. Esto implica que |a| = 1 y en consecuencia que ¢ = £1. O

La relacion “divide a” no es antisimétrica porque, por ejemplo, 2| —2 y —2|2, pero
2 # —2. El siguiente corolario muestra una propiedad parecida a la antisimetria.
El dice que los enteros mutuamente divisible son solamente los opuestos.

Corolario 1.8 Si los enteros a y b son mutuamente divisibles, esto es, alb y
bla, entonces a = £b.

Prueba: Si alb, se tiene que existe z; € Z tal que b = az;. De igual forma,
bla implica que a = bz para algtn z2 € Z. Luego, sustituyendo se tiene que
a = azi1z9; si a = 0, entonces b = 0, y si a # 0, se tiene que a — az120 =
a(l — z122) = 0, y dado que Z no tiene divisores de cero distintos de cero, se
concluye que z1zo = 1 y por el teorema anterior obtenemos que z; = +1, de
donde concluimos que a = +b. m]

Nota: si consideramos el conjunto de los enteros positivos o el conjunto de los
enteros no negativos, la relaciéon de divisibilidad es un orden parcial y no total.

1.5.1. Algoritmo de Euclides

Teorema 1.9 (Algoritmo de la Divisién de Euclides) Dados dos enteros
a y b tales que b > 0, se tiene que existen dos enteros q y r que cumplen con

a=bqg+r 0<r<b.
Dichos enteros son Unicos.

Prueba: Probaremos primero la existencia y luego la unicidad.

[Existencia] La prueba consiste en mostrar que existen multiplos de b menores
que a para concluir que el conjunto de los enteros positivos de la forma a — bx
no es vacio y en consecuencia tiene un elemento minimo que probaremos es el
méaximo comun divisor positivo entre a y b. Informalmente es claro que esto
ocurre: si listaramos los multiplos de b como se muestra en la figura, se tiene
claramente, que no importa donde le corresponda ir a a, el mismo estara entre
dos multiplos de b y que todos los multiplo a su izquieda son menores que él.

3 -2 —-b 0 b 26 3b
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Formalicemos este argumento mostrando uno concreto: Puesto que —|a| es
negativo, se tiene que —|a| < a. Ademas puesto que b es positivo por hipotesis
y no existe enteros entre cero y uno, se tiene que b > 1, y en consecuencia si
miultiplicamos en ambos lados de esta desigualdad por —|a| se tiene que —|a|ble—
|a|. De estas dos desigualdades se concluye por transitividad que —|a| - b < a
y por lo tanto, el conjunto de las diferencias a — bx contiene por lo menos un
entero no negativo e.g.: @ — b(—l|al) > 0. Luego, en base al principio de buena
ordenacion S = {a — bz > 0} tiene minimo que llamaremos r = a — bg. Como
r € S se tiene que r > 0; ademads si » > b podriamos restar b en ambos lados y
obtener un entero positivo menor » — b € S, lo cual contradice el hecho de que
r es el minimo de S. Esto es,

r=a—g¢gb ANr>b=r—b=a—gb—b=a—(¢g+1)b>0
Luego 0 < r < b. [Unicidad] Si suponemos que existen dos expresiones
a:qb+rya:q/b+r, con0§7"<b,0§r,<b

Se tiene que r — r = (q/ — ¢)b. Por un lado, r — " debe ser en valor absoluto
menor que b pues se estdn restando dos nimeros no negativos menores que b;
pero a su vez es miiltiplo de b, luego tiene que ser CERO, por lo tanto r = r y
por consiguiente q = q,. O

Lema 1.10 Todo subconjunto no vacio de nimeros enteros cerrado para la adi-
cion y la sustraccion, contiene solo al cero, o contiene un numero entero positivo
minimo del cual son mailtiplos todos los demds.

Prueba: Sea S, un conjunto no vacio cerrado para la adicién y para la sus-
traccion, y sea a # 0 un elemento de S; por definicion de S, a —a =0 € S, por
lo tanto 0 — a = —a € S. Luego, S contiene tanto a a como a —a, uno de los
cuales debe ser positivo, luego S contiene un subconjunto no vacio de ntiimeros
enteros positivos, que por el principio de buena ordenacién tiene minimo. Deno-
minemos a dicho minimo b. Este conjunto S debe contener todos los multiplos
de b. Contiene a b - 1; si contiene a b - k, entonces contiene a b - (k + 1) pues
b-k+b=">b-(k+1). También contiene a los multiplos negativos —n-b = 0 —nb.

Veamos que S no contiene no miltiplos de b. Si ¢ € S y ¢ no es multiplo
de b, por el algoritmo de Euclides se tendra que ¢ = ¢b + r, lo cual implicaria
quer =c—qgbe S, con 0 <r <b. Sir=0,setiene que c = ¢b, lo cual es una
contradiccidon pues supusimos que ¢ no es multiplo de b. Si r # 0, también se
tiene una contradiccién porque r es estrictamente menor que b y por elecciéon b
era el menor entero positivo de S. O

1.5.2. Maximo Comun Divisor

Definicién 1.5 (Maximo Coman Divisor) Un entero d se llama mdzimo
comin divisor de dos miumeros enteros a y b si y sélo si es simultdneamente
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divisor de a y de b y ademds es maltiplo de cualquier otro divisor comin. Lo
denotamos por MCD(a,b) = d. Simbélicamente:

MCD(a,b) =d<=dlandlb A (c|laAclb=c|d)

Por ejemplo, 4 y —4 son los maximos comunes divisores de 12 y 8. Noétese que
todo par de enteros no ambos nulos tienen dos méximos comunes divisores que
difieren s6lo en el signo. Esto da pie a la siguiente definicion.

Definicién 1.6 (Maximo Comian Divisor Positivo) Un entero positivo d
se llama mdzimo comin divisor de dos nimeros enteros a y b si y solo si es
simultaneamente divisor de a y de b y ademds es mailtiplo de cualquier otro
divisor comin. Lo denotamos por (a,b) = d Simbdlicamente

(a,b) =d<dlandlb A (clanclb= c|d)

Notese que es practicamente la misma definicion pero para muchos proposito es
mas comoda de manipular.

Teorema 1.11 Dos enteros no ambos nulos a y b tienen un mdzimo comin
divisor positivo (a,b). Este puede expresarse como “combinacion lineal” de a y
b con coeficientes enteros u y w como sigue

(a,b) = ua + wb

Prueba: Consideremos el conjunto de los nimeros de la forma xa + yb, esto
es, consideremos S = {za + yb : x,y € Z}. Este conjunto es cerrado bajo la
adicion y la sustraccion (jVerifiquelo!), y por lo tanto todos sus elementos son
multiplos de algin entero positivo d que debe ser de la forma d = ua 4+ wb para
algtin w,w € Z. Falta ver que este nimero d es, en efecto, el maximo comun
divisor positivo de a y b. Es divisor de a puesa € Syaquea=1-a+0-by
por consiguiente a = k - d; por igual razonamiento, d es divisor de b. Ademés
como d = ua + wb se tiene que si cla y ¢|b, entonces clua + wb, esto es, c|d, por
lo tanto d es el méaximo comun divisor positivo de a y b, o sea, d = (a,b) O

Las siguientes son algunas de las propiedades basicas de la funcion med positivo.
Se dejan como ejercicio.

(a,0) = |al
(a,b) = (b,a)
(a,b) = (=a,b)
(a,0) = (lal,|b])
(ak,a) = | Vke Z (1.7)

El siguiente teorema, que se basa en el Algoritmo de la Divisiéon, establece
una recurrencia que permite hallar el maximo comun divisor positivo de cual-
quier par de enteros.

Teorema 1.12 (Recursién de Euclides) Sia y b son enteros positivos tales
que a = bg +r con 0 < r < b, entonces (a,b) = (b,r)
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Prueba: Como a = bg+r se tiene que si z|a Ax|b, entonces x|r y en consecuen-
cia todo divisor comtn de a y b es divisor comtn de b y r. Ademas, si z|b A z|r,
entonces z|a, y por lo tanto todo divisor comun de b y r, es divisor comin de
a y b. Luego, el conjunto de los divisores comunes de a y b es igual al conjunto
de los divisores comunes de b y r; por consiguiente su maximo es el mismo, esto
es: (a,b) = (b,r). |

El Teorema 1.9 se denomina Algoritmo de Euclides porque él permite plan-
tear un procedimiento (algoritmo) para determinar el méximo comun divisor
de cualquier par de enteros positivos. Realmente aun cuando los dos enteros no
sean positivos el algoritmo puede hallar su maximo comin divisor considerando
los ntimeros positivos, porque el valor del méximo comun divisor positivo no
depende de los signos de los ntimeros.

En el siguiente ejemplo se muestra como se usa el algoritmo de Euclides para
hallar el maximo comun divisor positivo de dos enteros positivos.

Ejemplo 1.1 Halle el mdzimo comin divisor positivo de los enteros 210 y 33
y expréselo como combinacion lineal de dichos enteros.

Explicacion: Al dividir 210 entre 33 se tiene que el resto es 12 y el cociente
es 6, esto es, 210 = 33 - 6 + 12. Luego, en base al lema anterior se tiene que
(210,33) = (33,12). Repitiendo el proceso se tiene que 33 = 12-2+ 9 y por
lo tanto (210,33) = (33,12) = (12,9). Si repetimos el proceso una vez mas se
tiene que 12 =9-1+ 3 y que (210, 33) = (33,12) = (12,9) = (9, 3). Finalmente,
9=3.3+0y

(210,33) = (33,12) = (12,9) = (9,3) = (3,0) = 3 .

Para expresar a 3 como combinacion lineal de 120 y de 33 se despeja el dltimo
resto no nulo, en este caso el tres y en esta expresion se van sustituyendo los
restos anteriores como se muestra a continuacion.

3 = 12-9-1
12— (33-12-2)-1=-33+12-3
33+ (210—33-6)-3

= 3(210) — 19(33)

El procedimiento usado en la primera parte del ejercicio anterior para hallar
el maximo comiin divisor se puede expresar por medio del siguiente algoritmo.
El mismo es recursivo y se basa en el Teorema 1.12. Nota: El resto r, de dividir
a a entre b, se denota por a mod b, y esta garantizado por el teorema 1.9

{ Retorna el maximo comin divisor positivo de a y b}
med(a, b);

si b =0 retorna a
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de lo contrario retorna mcd(b, a mod b);

El teorema 1.11 establece que el maximo comun divisor de dos enteros es el
valor de la combinacién lineal de dichos enteros que produce el menor entero
positivo. A continuacion deduciremos un algoritmo que extienda el anterior para
obtener los coeficientes que permiten escribir al maximo comin divisor positivo
de a y b como combinacion lineal de a y b. Al ser invocado con a y b debe
retornar la terna (d, u,w) donde d es el maximo comin divisor positivo de a y b,
y u,w son los coeficientes de la combinacion lineal. Si b = 0, (a,b) = a y por lo
tanto a = 1-a+0-b, y en consecuencia el algoritmo que buscamos debe devolver
la terna (a, 1,0). De lo contrario se invoca de nuevo al algoritmo con b, a mod b.
Si esta invocacion retorna la terna (d’,u’,w"), dado que d = d’ y puesto que

d = bu'+ (amodbd)w
= b+ (a—0bla/b])w
= aw +b(u — |a/b|w) (1.8)

Aqui, |a/b] representa la division entera (el cociente entero de dividir a entre b,
el ¢ del algoritmo de la division) Luego, en este caso el algoritmo debe retornar
aw' poruya(u —|a/bjw) por w. A continuacion se muestra el codigo.

{ Retorna (d, u,w), donde d = (a,b) = ua + wb}
mcdExtendido(a, b) :;
si b =0 retorna (a, 1,0);
(d',u',w'") «— mcdExtendido(b, a mod b);
(d,u,w) — (d',w' v — |a/blw');

retorna (d, u,w);

Ejercicio 1.4 Halle el mdzimo comun divisor positivo de los enteros 2520 y
242 y expréselo como combinacion lineal de dichos enteros.

Si un entero m es miltiplo de a y de b se dice que m es multiplo comin de a y
b, por ejemplo, 12 y 24 son miltiplos comunes de 4 y de 6. De manera similar
como se define la funciéon maximo comun divisor se define la funcién minimo
comun miltiplo.

Definicién 1.7 (Minimo Comuan Miltiplo) Dados dos enteros positivos a
y b decimos que m es el minimo comin miltiplo de a,b y lo representamos por
mem (a, b) si y solo si alm, blm y (Vz € Z7)(a|z A blz = m|z). Esto es,

mem (a,b) = m <= alm Ablm A (Vz € ZT)(a|z A blz = m|z)

Notese que (Z+ U {0},| ) es un reticulado acotado con minimo 0 = 1y
maximo 1 = 0 vy que el maximo comun divisor positivo y el minimo comin
multiplo de a y b son justamente el inf (a,b) y el sup (a,b) en dicho reticulado.
Alerta: Las palabras maximo y minimo en las definiciones de méaximo comun
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divisor y de minimo comun multiplo se refieren al maximo y al minimo de la
relaciéon “divide a”; no deben confundirse con maximo y minimo de la relacion
menor o igual. Sin embargo, no se crea conflicto con la idea de méximo o minimo
de la relacion < porque si a|b, se tiene que a < b.

1.6. Numeros Primos

Los nimeros primos fueron extensamente estudiados por los mateméaticos
griegos. Matematicos de la escuela de Pythagoras (500 a 300 a.c) se interesaron
en sus propiedades. Euclides en el Libro IX de los Elementos probé que hay
infinitos primos—dicha prueba es uno de los primeros ejemplos de una prueba
por absurdo—. También probé el Teorema fundamental de la aritmética que
establece que todo nimero entero se puede descomponer como producto de
primos en forma tnica. Cerca del afio 200 a.c. Eratosthenes propuso un algoritmo
para hallar primos llamado la criba de Eratosthenes. El hombre parece haberse
olvidado de los niimeros primos por cerca de 18 siglos. Los siguientes resultados
importantes fueron obtenidos por Fermat en el siglo XVII.

Definicién 1.8 (Primo) Un nimero entero (positivo)' p es primo si es dis-
tinto de 0 y de £1 y es divisible solamente por 1 y por £p.

Una definicién equivalente y mas compacta es la siguiente:

Definicién 1.9 (Primo) Un nimero entero p es primo si y sdlo si es positivo
y tiene exactamente dos divisores positivo.

Si un namero entero positivo mayor que 1 no es primo, se llama compuesto.
Observe que el 1 el 0 y los enteros negativos no son ni primos ni compuestos.
A continuacion se muestra la lista de los primeros 50 niimeros primos: 2, 3, 5,
7,11, 13,17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97,
101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179,
181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, y @229.

Si a divide a un numero compuesto, digamos bc, no tiene por qué dividir
a sus factores por separado. Pero si a es primo debe dividir a algunos de sus
factores. Esto se establece en el siguiente teorema que es una consecuencia del
Teorema 1.11 que asegura la existencia de enteros u y w tales que (a,b) =
ua + wb.

Teorema 1.13 Sip es primo y plab, entonces pla o p|b.

Prueba: Supongamos que p fa, como p es primo sus tnicos divisores son +1 y
+p, como p fa los tnicos divisores comunes de a y p son £1. Luego, 1 es maximo
comun divisor positivo de p y a, esto es, (a,p) = 1, y por consiguiente existen u
y w tales que 1 = ua + wp. Si multiplicamos por b se tiene que b = uab + wpb,
y ademéas como plab se tiene que existe z € Z tal que ab = zp, y por lo tanto

1Seguiremos a la mayoria de los matematicos al considerar la primalidad una propiedad
exclusiva de los enteros positivos
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b = uzp + wpb = p(uz + wb) y en consecuencia p|b. |

Ejercicio 1.5 Demuestre que si p, g1 Y g2 Son primos positivos y plqiqz, en-
tonces p=q; 0p=qa.

Definicién 1.10 (Primos Relativos) Se dice que dos nimeros enteros a y b
son primos entre si, o que son primos relativos si y sélo si sus unicos divisores
comunes son *1, esto es, si y sdlo si (a,b) = 1.

El siguiente teorema es una generalizacion del anterior.

Teorema 1.14 Si c|ab y (a,c) = 1, entonces clb.
Teorema 1.15 Si (a,b) =1, alx y b|z, entonces ab|x.

Ejercicio 1.6 Pruebe que para todo a € Z, a y a+ 1 son primos entre si.

1.6.1. Teorema Fundamental de la Aritmética

En esta seccion se estudiara el teorema fundamental de la aritmética. Dicho
teorema afirma que todo entero no primo se puede descomponer en el producto
de factores primos, en forma tnica salvo por el orden de aparicion de los fac-
tores. La prueba de este teorema se basa en el segundo principio de induccién
matematica de los enteros positivos.

Teorema 1.16 Todo entero no nulo se puede expresar como el producto de
(£1) por factores primos positivos. Dicha expresion es unica, salvo por el orden
de los factores.

Prueba: Consideraremos solo el caso en que n sea un entero positivo. (;Por
qué?) y lo probaremos por inducciéon generalizada sobre n. Primero probaremos
la existencia de una tal descomposicion y luego la unicidad de la misma.

Paso base: si n es 1 se cumple porque 1 es 1 por un producto vacio de facto-
res primos. Paso inductivo: Asumimos que todo entero menor que n se puede
descomponer como producto de factores primos y probaremos que n se puede
descomponer como producto de factores primos. Por casos: si n es primo, en-
tonces es el producto de un solo primo y si n no es primo, entonces tiene algin
divisor positivo mayor que 1 y distinto de n; por consiguiente n = ni - no con
ni,ng > 1 Luego, como 1 < ny,ne < n se pueden, por hipétesis inductiva, des-
componer como producto de primos, digamos: n; = pip2 -+ P, y N2 = q1q2 * - - ¢s,
se tiene que n = p1p2 - - Prqiqe - - - ¢s que es una descomposiciéon en primos de
n. Probemos ahora la unicidad también por induccién sobre n. De nuevo, pa-
ra n igual a 1 se tiene que se cumple porque el producto de primos es vacio.
Si asumimos que la descomposicién es tnica para todo entero positivo menor
que n debemos probar que la descomposicién es tinica para n. Su pongamos que
n=pips--Pr YN =qiqgz2 - qs son dos descomposiciones en primos de n. Como
p1 divide a n se tiene que p; divide a algun ¢;, pero ademas como p; es primo



1.6. Numeros Primos Vicente Yriarte 13

se tiene que p; = ¢; quedando que p2---pr = q1 - ¢i—1Gi+1 - gs Y como este
nimero es menor que n se tiene que cada p; debe corresponder a algtin g; y que
r=Ss. O

Una consecuencia del teorema anterior es que el Teorema demostrado por
Euclides que afirma la existencia de infinitos primos. Ya comentamos que es uno
de los ejemplos més antiguos de una prueba por absurdo.

Teorema 1.17 (Euclides) Ezisten infinitos nimeros primos positivos.

Prueba: Supongamos, por absurdo, que hay un numero finito de primos
y enumerémoslos como sigue: p1,pa,...,pr. Consideremos al entero positivo
p1p2 - - - pr + 1. Claramente es mayor que cada uno de los p;, por lo tanto no es
primo—no esté en nuestra lista de primos.—Como también es mayor que 1, debe
ser compuesto y contener al menos un primo en su descomposicion—Teorema,
Fundamental de la Aritmetica—, esto es, alguno de nuestros primos debe divi-
dirlo. Pero si alguno de nuestros primos, digamos p;, lo divide, entonces como
también divide a p1ps . .. pi, se tiene que divide a 1, lo cual es una contradiccion.
Luego el conjunto de los primos no es finito. a

Nota: Agrupando los primos iguales de la descomposicién en primos del
entero positivo n se tiene que n = pi" p5® - - - pp*. Esto nos permite hallar una
formula para contar los divisores del niimero n porque un divisor de n debe ser
forzosamente de la forma d = p?lpgz .- -pf’“ con 0 < B; < «y. Justifique esta
afirmacion.

El teorema anterior proporciona ademés la base para determinar el minimo

comun miltiplo de dos enteros. Se deja como ejercicio.

Ejercicio 1.7 Demuestre que para todo par de enteros positivos a y b se cumple
que ab = mcd (a, b) mem (a, b).

Ejercicio 1.8 Halle una formula que permita calcular el nimero de divisores
positivos de un nimero entero n en base a su descomposicion en primos.

Ejercicio 1.9 Halle una formula que permita calcular la suma de los divisores
positivos del nimero entero n.
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1.7.

10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.

18.

Capitulo 1. Los Nameros Enteros
Ejercicios

Demuestre que si a|b A alc, entonces a|(b % ¢).

. Demuestre que a y b son enteros positivos tales que alb A b|a, entonces

a=b.

Use el Algoritmo de Euclides para calcular el maximo comiun divisor
a) (24,18) b) (7,35) c) (120,270)

Exprese el méximo comun divisor de los pares de numeros siguientes co-
mo combinacién lineal de dichos ntimeros. Esto es, escriba en cada caso

(z,y) = sz +ty, con s y t enteros.
a) (36,9) b) (11,35) c) (48,18)

Demostrar que si @ > 0 Az # 0, entonces (az, ay) = a(z,y)
Demuestre que si albc A (a,b) = 1, entonces alc

Demuestre que si d es divisor comin de b y ¢, es divisor de cualquier
combinacion lineal entera de b y ¢, esto es, que d|xb+yc para todo z,y € Z.

Pruebe que para toda terna de enteros a,b, ¢ existen enteros r, s, t tales
que el maximo comun divisor de a, b, ¢ es igual a ra + sb + tc.

Demostrar que si (a,b) = 1 A (a,c¢) = 1, entonces (a, bc) =1

Probar que todo conjunto de enteros cerrado para la sustracciéon también
es cerrado para la adicion.

Dé ejemplos de conjuntos de enteros cerrados para la adicién pero no para
la sustraccién.

Demuestre que si a es un entero y p es un entero positivo tal que pla,
entonces (a,p) = p.

Dados dos enteros a, b, demuestre que si p es primo y p|ab, entonces pla V
plb.

Pruebe que si d = (a,b) y alc A b|c, entonces d|c.

Demostrar que si b es un entero positivo compuesto, tiene un divisor
primo positivo d < v/b.

Demuestre que si alb, entonces |a| < |b] 0o b = 0, y uselo para demostrar
que si alb y bla, entonces a = +b.

Use el principio de buena ordenacién para probar que no existe ningin
entero positivo entre los enteros cero y uno.

Demuestre que si a; € Z7 con 1 < i < n y p es un nimero primo tal que
plaiaz - - - an, entonces existe algin a;, con 1 < j < n tal que pla,.
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Use el algoritmo de Euclides para calcular el maximo comin divisor de
las siguientes parejas de niimeros y expréselo como combinacién lineal de
dichos nameros. ((a,b) = wa + zb) a) 24, 30; b) 240, 125; c) 32, 18.

Demuestre que si a y b son enteros positivos y a > b, entonces (a,b) =
(b,a —b).

Dados dos enteros positivos a y b, demuestre que si p1,pa,...,pr €S una
lista sin repeticiones de todos los primos que aparecen en la descomposicién
en primos de a y de b, y a = p{"p3*---p* y b = p?lpgz---pg’“ con
a; > 0y B; > 0 para todo 7, entonces el médximo comun divisor positivo

entre a y b es p?in(al’ﬁl) . ~pkmfn(ak’ﬁ’“) y su minimo comin miltiplo es

méx(o1,B1) méx (o, Bk)

! ey .

Usando el resultado del ejercicio anterior y el hecho de que (a,a) = a es-
criba un algoritmo iterativo que reciba como entrada dos enteros positivos
a,by dé como salida en la variable x el maximo comun divisor positivo de
a,b. Use una variable auxiliar y para almacenar el valor actual de b. No
modifique los valores de entrada. Indique la condicién de parada de la y
teracion.

Demuestre que para todo par de niimeros enteros positivos a, b se cumple
que ab = med (a,b) - mem (a, b).

Use el principio de buena ordenacién para probar que v/2 no es un nimero
racional. Sug.: Considere el conjunto S = {z € Z+ : zv2 € Z*}.

Decimos que un nimero entero positivo n es perfecto si la suma de sus
divisores es 2n, por ejemplo, 6 es perfecto porque 1 +2 43 +6 = 12.

a) Verifique que 28 y 496 son perfectos.

b) Demuestre que si m € Z+ y 2™ — 1 es primo, entonces 2™~ 1(2™ — 1)

. . 1
es un entero perfecto. (Sug.: Tal vez necesite Y " ri = = —=1)

Demuestre que un namero entero positivo n es un cuadrado perfecto si y
s6lo si tiene un namero impar de divisores positivos.

Demuestre que si a,b son dos enteros positivos, el conjunto de ntimeros
de la forma sa + tb, donde s,t son enteros positivos, incluye todos los
multiplos de (a,b) mayores que ab.

Cuantos divisores positivos tiene n si n = p®, p es primo y o« > 0
)

Si A = {a1,as9,as,aq,as} es un subconjunto de enteros positivos, demues-
tre que existe un subconjunto no vacio S de A tal que la suma de los
elementos de S es multiplo de 5.

Demuestre que si ab es un entero positivo cuadrado tal que (a,b) = 1,
entonces a, b son ambos cuadrados. Demuestre que si alc, blc y (a,b) =1,
entonces ab|c.
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31.
32.
33.
34.
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Demuestre que si n es un entero positivo, entonces n y n+ 1 son coprimos.
Demuestre que para todo m,n € Z existe r € Z tal que m =n+r.
Pruebe que para todo entero k£ no existe un entero entre ky k + 1.

Proponga un algoritmo eficiente para hallar el minimo comin multiplo
entre dos enteros positivos a y b.



